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具 任意 次 非 线性 项 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 
孤 波 解 的 轨道 稳定 性 * 


刘 小 华 22， 张卫国 : 
(1- 上 海 理工 大 学 理学 院 ， 上 海 200093; 2- 贵州 民族 学 院 理学 院 ， 贵 阳 550025) 


jE E 具 任 意 次 非 线 性 项 的 非 线性 Klein-Gordon 方程 是 一 类 非常 重要 的 物理 模型 ， 它 的 孤 波 解 的 轨道 
稳定 性 有 着 很 好 的 物理 意义 ， 本文 利用 抽象 的 Grillakis 轨道 稳定 性 理论 和 谱 分 析 ， 讨 论 具 任意 
次 非 线 性 项 的 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 孤 波 解 的 轨道 稳定 性 ， 当 非 线性 项 的 系数 以 及 波 速 满 
足 一 定 的 条 件 时 ， 得 出 了 其 钟 状 孤 波 解 总 是 不 稳定 的 ， 而 扭 状 孤 波 解 总 是 稳定 的 ， 从 而 揭示 了 非 
线性 项 的 系数 以 及 波 速 对 孤 波 解 的 稳定 性 所 起 的 作用 . 

关键 词 : 非 线 性 Klein-Gordon 方程 ， 轨 道 稳 定性 ， 孤 波 解 ， 非 线性 项 
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1 引言 


非 线 性 Klein-Gordon 方程 是 物理 学 中 一 类 重要 的 模型 方程 ， 首 先 被 Klein 和 GordonD 加 以 
研究 . 更 多 精彩 的 内 容 可 见 25.， 但 对 于 具 任意 次 非 线 性 项 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 


Utt — Uze + biu + bourtl + baut 20, p>0 (1) 


的 孤 波 解 的 轨道 稳定 性 ， 讨 论 的 文献 较 少 ， 因 此 本 文 从 此 角度 进行 讨论 . 首先 我 们 需要 方 
Tz (1) 的 精确 孤 波 解 回 为 设 波 速 w? < 1, b > 0， 有 
(a) 设 b。<0， 车 bs < 0 或 bs < 0， 则 (1) 的 钟 状 孤 波 解 为 


Asech? (kê) | > 


2 + Bsech?(k£) Q) 


t=| 
(b) ibo» 0, 车 p 使 (2) 有 意义 (z 为 任 一 负数 )， 且 bs < 0 或 ia < 0， 则 (1) KARIMI 


A sech?(k£) 
2 > a s 
m m | A» 一 A, B3 —-—B-2. (3) 


(c) Wb, 40, bs >0 且 p 使 (-b2b3)? ARN, bi, b, bs 满足 


a=] 


_ (pt 1 
tO (pc 2)25, 
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JU (1) 的 扭 状 孤 波 解 为 
A b 
ps = (As[1 + tanh(k£))*, As = 一 E B 
其 中 
加 bi|(p-2)/p1 B= Gem 


E /(b--1)02 —b; ba (p--2)? " EE V (p--1)02 —bi bs (p--2)? " 


k = 8, £-z-ut, 


且 方 程 (1) 包含 Sinh-Gordon 方程 的 近似 方程 ， $4 方程 ,Landau-Ginzburg-Higgs 方 程 ，Duffing 
方程 以 及 非 线性 电报 方程 等 作为 其 特例 . 因此， 讨论 方程 (1) 的 孤 波 解 的 稳定 性 是 有 意义 的 . 


(5) 


2 ”验证 方程 (1) 及 其 孤 波 解 满足 轨道 稳定 性 理论 的 要 求 
方程 (1) 可 写成 哈密 顿 系统 


dz 0 1 
e edbQ wel weeede 
dt v —1, 0 


引入 泛 函 
mA 15,15, h5 ba 5 CMM "M 
BD - | (5v tzt“ sr Ton p+ jas. Qu) = [ uvis, (7) 
经 简单 计算 有 
E' (ü) = ( — uss + byu + bouP + bau? PH), 
E 2 
E"(à) = ( ae EEPE AAR e i (8) 
0 1 
(9) 
以 及 
0 -8à 
D=- z 2) A ry A T i 10 
pto dd (2 X n 
WX -H(R)xL(R),ueX, X* X X RREZ, 5AA 
(8,0) = f (um +wamjda ee ) -人 ) 
e u2 V2 


定义 自然 恒 等 映射 了 : X — X*, BGEXOX 5 X* IH RON (Id, v) = (ü, v). ADRE JA 
d: 1) 满 射 ， 2) RAR J* = 一 J; 3) (Ju,u) = 0. 引入 轨道 O(CB(CJ)) = (e — wy) ly € RR 


为 轨道 . 
» e 
$= ( ) p2 = Oep1, 
p2 
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pı W (2)-(5) F7: ERE, Q 在 轨道 下 具有 不 变性 . 

EXI utte [0,to]， u(0) = 0) 为 方程 (1) 的 解 且 能 延 拓 到 t € [0, 十 co)， 所 谓 Z- 轨 
道 稳定 指 的 是 ， 对 于 任意 的 e > 0， 存 在 6 > 0， 如 果 |z —g(—cy)l «o. w 

dap inf lat) — eC — ey)]| < e, 

否则 称 他 轨道 不 稳定 . 

根据 文献 [四 易 得 知 方程 (1) 存 在 唯一 全 局 解 认 tj， 且 满足 E(t)) = E(uo) Q(u(t) = 
Q(o). 容易 验证 系统 (6) 的 非 零 解 5 满 足 刀 (FB) - WRP) = 0， 称 Fg 为 有 界 态 解 ， 为 突 
出 ww 的 作用 时 也 将 其 记 为 ZB.,， 本 文 主要 讨论 有 界 态 解 的 稳定 性 . SART H. = E" (o) — 
WQ" (Fo) Bi 为 有 界 态 解 . 

引 理 1 算 子 五 , 仅 存 在 一 个 负 的 简单 特征 值 ， 其 核 由 Be5, 所 生成 ， 其 它 谱 为 正 ， 有 界 且 
远离 于 零 . 

证 明 E E'(g)—wQ'(g) = 0 在 有 界 态 解 处 的 线性 化 算 子 并 记 为 L,， 经 计算 有 


Lo = (w? — 1)0ee + by + bo(p + 1)gf,, + ba(2p+ 1)e15, 


HF Lolei) = 0, RATAN E'(g) — wQ'(g) = 0 两 边 对 E 求 导 得 以 验证 .所 以 工 , 的 核 
d Oggi, 所 生成 ， 因 为 Gepiw EE = 0 具有 简单 零点 ， 所 以 I 仅 有 一 个 负 特征 值 -a2 以 及 相 
A | 为 五, 对 应 于 特征 值 ^ 的 特征 向 量 ， 


2 


应 的 特征 函数 x。， 即 LoXwo = —o2xu» iiy = ( 
BD Hw = Aj. 于 是 由 (8), (9) 有 
—Oeebi + bii + balp + 1)p? i + bs(2p + 11) + wo = M, 
一 wBeWi + V2 = AV», 
当 入 关 1，(10) 式 可 以 改写 成 


(11) 


| Lupi = a EA, 
V2 = i Om. 
假设 和 < 0， 则 由 却 。 仅 有 一 个 负 的 特征 值 与 一 元 二 次 方程 根 与 系数 的 关系 知 方程 X 一 (1— 
v? —a2)A — o2, =0 仅 存在 一 个 负 根 ， 因 此 瓦 , 存在 唯一 负 特 征 值 . 由 Zu6eplo = 0 以 及 pw = 
wOgpius WIDE UE Hopo = 6， 所 以 H 的 核 由 BeGB 所 生成 . 根据 本 性 谱 的 Wely 定 理 
KH 的 其 它 正 谱 有 界 且 远离 于 零 . 

注 1 此 引 理 中 wplw 由 式 (2),(3),(5) 所 示 ， 对 plw = ós PEN, EHE Oca EE = 0 不 再 
具有 简单 零点 ， 因 此 我 们 将 另 加 讨论 . 

设 d(w) = E(Q,) -wQ(B。,)， 由 引 理 1 及 文献 [7] 中 的 定理 3.5 及 定理 4.7 可 知 有 以 下 引 理 . 

引 理 2 如 果 d”(w) > 0， 则 对 应 的 B- 轨 道 是 稳定 的 ， 如 果 dr(w) < 0， 则 对 应 的 qu Puit 
是 不 稳定 的 . 


3 ”方程 (1) 的 孤 波 解 的 轨道 稳定 性 
引入 函数 d(w) = E(w) -eQ(gu). E 
26) = [ erat -ui E f Opu as], (12) 
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显然 上 式 中 的 第 一 项 为 负 ， 故 只 需 讨论 第 二 项 的 符号 . 
情形 1 设 条 件 如 (2), (5) 所 示 ， 此 时 











ECT Asech?(k£) 1i 
quic pos |: 十 seu] 
所 以 
244... 16A?k f*9 [ Asech?y 3557 (1— sech?y)3sech?y 5 
f or) ia p? Jo E 十 | (2 十 Bsech?y)4 den 
4 t = sech?y 以 及 积分 第 一 中 值 定理 知 ， 存 在 te (0,1), 8 
f 6 ac = me S Qe Bey? [9 é5*q - gat (13) 
R 
将 上 = sin? pulses mate EP) = PS2), uUi Suh 
4-222 (4T p 
f Oroua = BAFK (| pge- t :(522, (14) 
其 中 
I(n) = | ' sin^ ad 
(n) : sin" ado, 
EH (5) AILESXEUR k Ie X, MEERTRLRTERDCH 
cde 4+p DVD 
ox; f Opu) = M ay pe ) mune (15) 


经 简单 分 析 有 4 
A»0, 1«24 B* «2, p»0, 175) » 0, 


改 (14) 式 大 于 零 ， 从 而 (11) 式 的 第 二 项 为 负 ， 所 以 dr(w) < 0, 由 引 理 2 知 5- 轨 道 ( 即 孤 波 
解 91) 不 稳定 . 
情形 2 设 条 件 如 (3), (5) 所 示 ， 此 时 





_ 4. f Aasech?(k&). 3$ "Wa EN 
Piw = h2 = | >, 4&2 =-A, B--B-2, 
由 式 (14) AREFE ti e (0, 1)， 使 得 
d 2 8(—A)? * xi— 2+2 4+p 2 pvb 
oj J efc e T og- BD (EER) RAS a9 


类 似 情形 1 的 分 析 有 (11) 式 的 第 二 项 为 负 ， 所 以 a"(w) < 0， 此 时 B- 轨 道 ( 即 孤 波 解 62) 不 稳 
定 . 由 情形 1 与 2 有 本 文 的 重要 结论 . 

定理 1 RHEW? < 1, bı > 0， 则 : 

1) Ti ba < 0 或 bs < 0 且 bz < 0, 则 如 (2), (5) 所 示 的 钟 状 孤 波 解 $1 不 稳定 ; 

2) 若 p 使 得 (z)? 有 意义 (z 为 任意 负数 )， 且 bs < 0 或 bs «0H 5, > 0, X 则 如 (3), (5) 所 示 
的 钟 状 孤 波 解 加 不 稳定 . 
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下 面 讨 论 扭 状 孤 波 解 $3 的 稳定 性 . 

定理 2 设 条 件 如 (4), (5) 所 示 . 此 时 如 果 算 子 Ho BH HH Oe ou, 所 生成 ， 其 它 谱 为 正 ， 有 界 
且 远 离 于 零 ， 则 孤 波 解 03 轨道 稳定 . 

证 明 当 & 从 零 变化 到 wo， 其 中 wo 满足 bw 十 bouP 1 十 bau2?+1 — 0, Oeps WEM, Oeps 
EE = 0 处 不 等 于 零 ， 因 此 eg3 是 算 子 工 , 的 特征 值 为 零 对 应 的 最 小 的 特征 函数 ，L。，> 
0， 根 据 式 (10) 与 算 子 Hu 的 表达 式 知 算 子 五, 不 具备 负 的 特征 值 ， 由 引 理 1 有 算 子 H, 的 核 
由 BeB 所 生成 ， 其 它 谱 为 正 ， 有 界 且 远离 于 零 . 利用 文献 [7] 中 定理 1 有 孤 波 解 $3 轨道 稳定 . 
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The Orbital Stability of Solitary Solutions to the Nonlinear 
Klein-Gordon Equation with Nonlinear Terms of any Degree 
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Abstract: The nonlinear Klein-Gordon equation with nonlinear terms of any degree is a very important 
model in physics, the orbital stability of its solitary wave solutions has a very good physical implication. 
In this paper, the authors discuss the orbital stability of solitary wave solutions to the nonlinear Klein- 
Gordon equation with nonlinear terms of any degree, by applying the abstract results of Grillakis 
orbital theory and detailed spectral analysis. When the coefficients of nonlinear terms and the wave 
velocity satisfy some conditions, we obtain that its bell solitary wave solutions are unstable and the 
kink solitary wave solution is stable. So we show that the orbital stability of solitary wave solutions 
depends on the the coefficients of nonlinear terms and the wave velocity to some extent. 
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